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PINCEMENT DES SOUS-VARIETES EXTRINSEQUEMENT 
HOMOGENES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN 

PETER QUAST 


Resume. Soit une variete fermee M immergee dans R"*. Supposons 
que le fibre trivial M x R"* — TM (B vM soit muni d’une connexion 
presque metrique V preservant presque la decomposition de M x R"* 
en fibre tangent et normal. Supposons de plus que, par rapport a cette 
connexion, la difference P = d — V a la derivee usuelle d dans R”* soit 
presque parallele. Alors M admet une immersion dans R"* en tant que 
sous-variete extrinsequement homogene. 


Introduction 

Dans le cas des varietes riemanniennes abstraites, une propriete geometrique 
est souvent localement caracterisee par le parallelisme d’un certain tenseur. 
Par exemple E. Cartan a caracterise les espace localement symetriques par 
le parallelisme de la courbure riemannienne. Plus generalement, Nomizu 
ainsi que Ambrose et Singer ont montre qu’un espace localement homogene 
possede une connexion metrique V par rapport a laquelle la courbure rie¬ 
mannienne et la difference entre la connexion riemannienne et V sont par- 
alleles. La stabilite de ces caracterisations a ete etudiee par Katsuda (cf. [H]). 

Si nous passons aux sous-varietes completes connexes de I’espace euclidien, 
une technique due a Striibing (cf. i) montre que des proprietes globales de 
la geometrie extrinseque se laissent souvent globalement caracteriser par le 
parallelisme d’une certaine structure. Une sous-variete M de M™' est appelee 
extrinsequement homogene, si pour toute paire de points p et q il existe une 
isometrie de qui envoie p sur q et qui laisse M invariant. Une sous-variete 
extrinsequement homogene de est done un orbite d’un sous-groupe du 
groupe des isometries de M™. Par analogic avec le theoreme de Nomizu, 
Olmos [ 5 ] et Eschenburg ^ ont montre la caracterisation suivante des sous- 
varietes extrinsequement homogenes de : une sous-variete fermee M de 
est extrinsequement homogene, si et seulement si le fibre trivial M x 
K™ = TAf © I'M admet une connexion metrique V, appelee connexion 
canonique, satisfaisant 

(1) V preserve la decomposition M x M™' = TM © uM, c.a.d. V = 
+ V^. 
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(2) La difFCTence L = 5 — V avec la derivee usuelle d de est V- 
parallelle. 

Olmos et Sanchez |1] ont montre que si, de plus, V-*- coincide avec la con¬ 
nexion normale V"*" induite par 5, et si M est une sous-variete pleine, alors 
M est une orbite d’une representation d’isotropie d’un espace symetrique 
semi-simple, aussi appelee representation de type s, et vice-versa. 

Si, de plus, la partie tangente de la connexion canonique est la connex¬ 
ion riemannienne V, c.a.d. si V = V © V"*", alors M est extrinsequement 
symetrique (invariante par les reflexions par rapport aux espaces normaux) 
dans M™' (cf. [2]). 


Le RESULTAT 

Soit At (A, d, n, m, e) I’ensemble des triplets (M”, /, V) formes d’une variete 
fermee M de dimension n, d’une immersion f de M dans I’espace euclidien 
a m dimensions et d’une connexion V definie sur M x = TM © vM, qui 
satisfont aux conditions suivantes : 

(1) Par rapport a la metrique induite, le diametre de M est majore par 
d et la norme uniforme | |a| |o de la seconde forme fondamentale a est 
majoree par A. 

(2) La connexion V possede les proprietes suivantes : 

(a) La norme uniforme du tenseur L = 5 — V est majoree par A. 

(b) La norme uniforme des tenseurs suivants est majoree par e : 

- Vg, oh g est la metrique usuelle sur M x R”^, 

- d, ou d(x,y) = (v^y)^, A:,y G t^m, p g m, 

- vr. 

Notons que les conditions mentionnees au premier point donnent lieu a une 
borne inferieure du rayon d’injectivite et du volume de M (cf. [El) et excluent 
ainsi I’effondrement. 

Theoreme (jZI)- H existe une constante e, dependant de A, d, n et m telle 
que, si un triplet (M"’,/, V) est dans M{A,d,n,m,e), alors M admet une 
immersion dans R™ en tant que sous-variete extrinsequement homogene. 

Apergu de la demonstration. La demonstration est inspiree des methodes 
utilisees par Katsuda (cf. jH]) dans le cas des varietes homogenes abstraites. 
Supposons par contraposition que pour chaque entier positif i, il existe un 
triplet {Mi,fi,Vi) dans Ad (A, d,n,m, , tel que les Mi ne se realisent 
pas comme sous-variete extrinsequement homogene dans R"*. A I’aide du 
theoreme de convergence de Gromov et du theoreme d’inclusion des es¬ 
paces de Holder, nous construisons une variete limite M et une immersion 
/ de classe de M dans R™. Le theoreme d’Arzela-Ascoli nous donne une 
connexion continue limite V sur M x R™. La perte de regularite lors du 
passage a la limite ne nous permet pas de conclure directement que V est 
une connexion canonique. Pour relever ce defi, nous construisons, egalement 
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a I’aide d’un processus limite, les isometries necessaires en utilisant le trans¬ 
port parallele. Ceci nous permet de deduire que f{M) est extrinsequement 
homogene. Une demonstration detaillee se trouve dans [7j. 

Remarque. Bien que / ne soit a priori que de classe C^, f{M), etant ex¬ 
trinsequement homogene, est une sous-variete lisse de M"*. 

Corollaires. Ce theoreme admet des corollaires analogues dans le cas des 
orbites des representations de type s ainsi que dans le cas des sous-varietes 
extrinsequement symetriques. Dans le premier cas, nous montrons que I’im- 
mersion limite / est meme de classe et donne done lieu a une connexion 
normale usuel V"*-, qui est continue. De plus, nous utilisons le fait que les or¬ 
bites pleines des representations de type s sont les varietes dont le transport 
parallele normal le long d’une courbe est donne par une isometrie euclidienne 
qui laisse f{M) invariante (cf. |^). 

Le theoreme analogue pour les sous-varietes extrinsequement symetriques 
des espaces euclidiens se trouve dans jH]. Dans ce cas, on ne suppose plus 
I’existence d’une connexion supplementaire V, mais uniquement que la sec- 
onde forme fondamentale soit presque parallele. De plus, on ne doit plus 
construire des isometries, car elles sont donnees par les reflexions par rap¬ 
port aux espaces normaux. 
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